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65. 


NOUVELLES RECHERCHES SUR LES FONCTIONS DE M. STURM. 


[From the Journal de Mathématiques Pures et Appliquées (Liouville), tom. xiir. (1848), 
pp. 269—274.] 


EN développant une remarque faite par M. Sylvester dans un Mémoire publié il y 
a huit ou neuf ans dans le Philosophical Magazine, jai trouvé des expressions assez 
simples des fonctions de M. Sturm, composées au moyen des coefficients mêmes; ce qui 
convient mieux que d'exprimer ces fonctions, comme je lai déjà fait dans le t. xI. de 
ce Journal, p. 297, [48], par les sommes des puissances. D'ailleurs il ne mest plus néces- 
saire de parler des expressions de M. Sylvester, ou même des divisions successives de 
M. Sturm; mais ma méthode fait voir directement que les fonctions que je vais définir 
sont douées de la propriété fondamentale sur laquelle se repose la théorie de M. Sturm, 
à savoir que, en considérant trois fonctions successives, la première et la dernière fonc- 
tion sont de signe contraire pour toute valeur de la variable qui fait évanouir la fonc- 
tion intermédiaire; cependant je n’ai pas encore réussi à démontrer dans toute sa 
généralité l'équation identique d’où dépend cette propriété. 


Soient d'abord V, V’ des fonctions du même degré n, 
V = ax" + ba 1 + a, 
V'= car t beH... 


et écrivons 
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ás F, = 1 æy, æV, Y, æv, aV”, és A &c. 
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| e di ed EN d 


(ce qui suffit pour faire voir la loi de ces fonctions successives F,, F,,...) Il résulte 

des propriétés élémentaires des déterminants que ces fonctions sont des ordres n — 1, 

n—2, n—3, &c., respectivement, pee rapport à la variable æ. En effet, dans F, le co- 

efficient de z” se réduit à | a, a' |, savoir, à zéro; de même, dans F,, les coefficients 
|a « 

de a” et x" se réduisent chacun à zéro; et ainsi de suite. 


Soient encore 


De M MN AE | 
SE DE ER A 

(ce qui suffit pour indiquer la loi) On aura entre ces différentes fonctions F, P, P’ 

cette suite remarquable d'équations identiques, 


Pè F,+(zP,P,;+ P,P? + P’ à) Fa + P? F= 0, 
P? F+ (P,P; + PP; +P; )F+P;F=0, 
&c., 


P,=|a, att Pa, a |, 
b vd | | LA | 
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lesquelles équations, dans ce Mémoire, seront prises pour vraies. Cela étant, il est 
évident que F, et F, seront de signe contraire pour touie valeur de æ qui fait évanouir 
F,; F, et F, seront de signe contraire pour toute valeur de æ qui fait évanouir F,; et 
ainsi de suite. 
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Ces formules renferment le cas où les deux fonctions V, V’ ne sont pas du même 
degré (en effet, pour les y adapter, on n’a besoin que de faire évanouir quelques-uns 
des premiers coefficients de V ou de V’). Il est donc permis de supposer que V’ soit 
la dérivée de V. Dans ce cas, F, = aV”, et on verra dans un moment que les fonctions 
F, F}, ... contiennent chacune le facteur a, de manière qu’il convient d'écrire F,=«V,, 
F,=@V;,.….. Ce facteur a? peut être évidemment écarté, et ce sera de même avec le 
facteur a de F, pourvu, ce que je supposerai dans la suite, que æ soit positif. On aura 
de cette manière les fonctions V, V7, Va, Vs, ... douées des propriétés des fonctions de 
M. Sturm. En effet, elles seront précisément les fonctions fx, fix, fax, ... du Mémoire 
déjà cité, ce qui cependant pourrait être difficile à démontrer à priori. 


On déduit tout de suite des expressions de F}, F, .…, 


aV,==| V a", 0], aVs=| V, V, x, aV’, y , &c. 
a na À a ; na 
b n—lib na b a n—1lb na 


c b n—2c n—1b na 


d c n—8d n—-2c n= 1b 


Ces formules se simplifient au moyen des propriétés connues des déterminants, et en 
écrivant 


aV —nV =— U, 
cela donne 
CA AEA oN DAA E aV Sey 17, eU U, AA E T 
a : a 
b bb na b a G 


z GE aol b na 
d ce ET Y 3 n—ib 
ou enfin, et en écrivant un autre terme de la suite, afin de mieux faire voir la loi, 
AS RS us Vs=-| Y, au, U, |A À 


b na | 4: 10 
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formules dans lesquelles 
(V =a E b aa E ng 
À pr tho (Enia EET + 
Cr bat + 2ca 2 + ..., 
et où, en substituant ces valeurs, on peut commencer pour V, avec le terme qui contient 
+, pour V, avec le terme qui contient æ”, et ainsi de suite, puisque les termes des 
ordres plus hauts s’évanouissent identiquement. Voilà, je crois, les expressions les plus 
simples des fonctions de M. Sturm. 
Je donnerai en conclusion ces formes développées des fonctions jusqu'à V.. 
V = o+bi+cm2+ ..; 
V= na™ +n — lbe +n — 2ce + ...; 
V,=- na {2022 + daa + ….. 
+b in — ban +n — 2ean + Eze 
V,= [2nabc —n — 10 ] {dans + ean +... 
+ [— mac + n — lab ] {bear + 5farm +... 
+ [Bnad — (3n — 2) abc + (n — 1) b°] {Bda + 4ean +... 
+ [ — 3abd + 4ac° — b?c ] (n — 2) ca" + (n — 3) da= + ...; 
i= A (fe t4 ge Tp 
+B {eat + fans + … 
+O {6ga F Thar +... 
+D {far + bgr +... 
+E [berm + fart 
+F {n= 3dr +n — hesr + ...; 
dans cette dernière expression J'ai mis, pour abréger, 
A= 9Inabd? — 8nabce + (4n — 4) abe — (10n — 12) abed 
+ (4n — 8) ab — (n — 2) be + (2n — 2) bid, 
B= 10nabcf— 12nabde — 16na?c°e + 18na°cd? — (5n — 5) ab'f 
+ (18n — 16) ab?ce + (3n — 9) abd? — (24n — 36) abed + (Sn — 16) act 
— (3n — 3) bte + (5n — 7) bed — (2n — 4) be, 
O =  Snaïce — Inad? — (4n — 4) abe + (10n — 12) abcd 
— (4n — 8) œe — (2n — 2) ab'd + (n — 2) abe, 
= — 10nacf + 12na°de + (5n — 5) abf — (2n — 8) a’bce 
— (12n — 9) abd? + (4n — 12) ed — (n — 1) ab'e + (9n — 9) ab’cd 
— (4n — 8) abè — (2n — 2) btd + (n — 2) be, 
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E=  15na°df — 16nae? — (15n — 10) abcf + (17n — 12) a*bde 
+ (16n — 16) œe — (15n — 18) acd? + (5n — 5) abf 
— (17n — 18) ab?ce + (14n — 24) abed — (n — 3) ab°d? 
— (4n — 8) act + (3n — 3) bte — (3n — 5) b'cd + (n — 2) be, 
F = — 15abdf + 16a*be? + 20a*c?f — 27a°d° — 48a?cde 
— bab?cf + 7ab°de — 4abc’e — 18abcd? + 4ac°d 
— 3b°ce + 4b°d? — bede. 


Il serait évidemment inutile de vouloir pousser plus loin ces calculs. 


[MS. addition in my copy of Liouville. 


[65 


Quoique ces expressions soient ce qu’il y a de plus simple pour le calcul numérique 
des fonctions de M. Sturm, cependant sous le point de vue analytique il convient de 


modifier un peu la forme de ces expressions. En effet en écrivant 


V= aan+T bat + 


mettons 
P = aura + M bar + ..., = ax + 0 ba 2+..., 
Q= da" iei, OW E pee os be DC 
l’on aura 
V =nP, 
U' = ng, 
V = Pæ +Q 
et cela donne après une réduction légère 
Par P Q|, Pine duP, 28 Raro Eie 
| | a : OR 
l'en V addet 
| de; 0h. 04.6: 
Fi ke ul PP, #0. dû) 
a À d b . 
6,b a + "Hits b 


| de 6 a 64 rc 
0,4 6 6b 6e 6,4 à 
0e O4 6:c 06,f 60e 06, 


& © 


et ainsi de suite.] 
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